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RESUMO

A proposta deste trabalho é apresentar o movimento browniano como o protétipo bdsico para a infroducdio
de conceitos da fisica dos processos estocdsticos e mostrar como o desenvolvimento dessa drea da fisica contribuiu
significativamente para a aceitagdo da existéncia de &fomos na ciéncia moderna. Veremos também que a abordagem
devida & Langevin, através da equacdo que leva o seu nome, embora menos famosa que a de Einstein, revelou-se mais
proficua e proporcionou a aplicacdio dos métodos estatisticos desenvolvidos em uma ampla gama de fenémenos, tais
como as flutuacdes em circuitos elétricos.

PALAVRAS-CHAVE

Movimento Browniano, Processos Estocdsticos, Atomos, Histéria da Ciéncia.




1. INTRODUGAO

Vocé j& deve ter visto, quando estd em uma
sala escura e hd um pequeno feixe de luz entrando
por algum orificio na janela, diminutos gréios de poeira
em movimenfo irregular, como se executassem uma
danca cadtica. E notével que um fenémeno desse tipo,
aparentemente t&o simples, tenha desencadeado uma
verdadeira revolugdo na ciéncia, gerando inclusive
diversas  aplicagdes tecnolégicas. O movimento
browniano, como ficou conhecido esse fenémeno
aleatério, foi alvo de estudo, no infcio do século XX,
de um ent&o recente ramo da fisica: a fisica estatistica,
que se ocupa de sistemas compostos por um nimero
muito grande de particulas e, por isso mesmo, faz uso

da estatistica, através de cdlculos de valores médios.

As flutuacdes da corrente elétrica em um circuito,
o movimento de particulas de areia nas misturas de
cimento, o movimento de micelas de caseina no leite
ou o movimento das particulas de aerosséis nas nuvens
(PAIS, 1995) s&o mais alguns exemplos de fenémenos
aleatérios, estudados pela fisica estatistica.

Além das aplicagdes prdticas, a contribuigiio
que talvez possa ser considerada a mais significativa
& humanidade é o fato do estudo dos movimentos
errdticos, especialmente o movimento browniano, ter
sido determinante na aceitacdo da teoria atémica,
conforme veremos mais adiante.

Na sec@io seguinte, falaremos um pouco mais
sobre o movimento browniano e descreveremos os
processos esfocdsticos. Na secdo 3, discutiremos
brevemente os trabalhos de Einstein sobre o movimento
browniano e suas implicagdes na aceitacdo da hipdtese
atémica. Na secaio 4, traremos & discusséio a abordagem

de Langevin para o movimento browniano, mostrando

uma aplicacdo dessa abordagem em circuitos elétricos.

2. MOVIMENTO BROWNIANO E PROCESSOS
ESTOCASTICOS

A ideia de dtomo, embora muito diversa da
concepcdo atual, remonta aos antigos gregos, mas
sua existéncia sé foi aceita, na ciéncia moderna, apds
o estudo do movimenfo browniano, no infcio do século
XX. Referindo-se & danca irregular dos gréos de
poeira num raio de luz, o poefa romano Lucrécio,
século | a.C, teria escrito:

‘Esta danca é uma indicacgdo de movimen-
tos subjacentes invisiveis da matéria.. grande
nimero de particulas minusculas, sob o impac-
to de choques invisiveis, mudam de direcdo
e se agitam.Assim, o movimento parte dos d&to-
mos e & gradualmente levado até o nivel de
nossos sentidos.” (NUSSEZENVEIG, 1998, p. 237)

Ao lermos como lucrécio se refere a esse
movimento, & possivel identificarmos claramente
o conceito de movimenfo browniano, que constitui
o exemplo mais simples de um processo estocdstico.
Ele refere-se simplesmente a processos, geralmente
aleatérios, dependentes do tempo (VAN KAMPEN,
2007). O movimento browniano é um movimento
aleatério de uma particula qualquer imersa num fluido.
A particlla browniana deve ser macroscopicamente
pequena, mas microscopicamente  grande, em
comparagdo com as moléculas do fluido, das quais
ela sofre colisdes.

Embora errdtico e irregular, esse fendmeno
pode ser descrifo, e a fisica esfatistica & a responsavel
por explicar as especificidades desse movimento,
como fambém dos demais fenémenos aleatérios
existentes na natureza. Para sua melhor compreenséo
e definicio, utiiza-se meios probabilisticos, @ que
o grande nimero de eventos nd&o permite estudos

isolados de cada processo aleatdrio.




Tomemos como exemplo a queda de uma folha
de papel. Devido a sua forma e densidade, a folha
sofre acdio da resisténcia do ar, o que forna sua queda
um movimento extremamente irregular, dificl de ser
descrifo com precisdo. A principio, nenhum padréo
parece existir nesse fenémeno. Mas se observarmos a
queda de um nimero muito grande de folhas, apds um
determinado tempo, um padréio surge: o amontoado
de folhas no chao teré uma forma especifica (TOME e
OLIVERA, 2001), o que est& relacionado & interpretagdio
frequencial, conforme veremos a seguir.

A fisica estatistica & um dos ramos da fisica
que tem como principal objetivo deduzir propriedades
macroscépicas dos sistemas por meio do estudo das
propriedades microscdpicas de seus constituintes. Pode
ser dividida em fisica estatistica do equilibrio e fisica
estatistica fora do equilibrio, que se ocupa dos processos
estocdsticos. Uma das bases da teoria estatistica é
o conceifo de probabiidade, que deve ser analisado
sob dois aspecfos: um referente a sua definicio e
outro a sua inferprefagdo.

A definicgio de probabiidade é muito simples:
tomamos um conjunto de fodos os resultados possiveis
de uma experiéncia e atribuimos a eles valores n&o
negativos; a soma desses valores precisa ser igual &
unidade. Um exemplo & o lancamento de um dado. Nao
é possivel prever exatamente qual face caird voltada
para cima, mas sabemos que o nimero de resulfados
possiveis para essa experiéncia é 6, devido ao nimero
de faces. Dessa forma, podemos falar da probabilidade
de queda de cada face. Nesse exemplo, a cada
resultado possivel (cada face), é atribuido o valor 1/6,
pois cada uma das seis faces tem 1 chance em seis (ou
cerca de 17% de chance) de cair voltada para cima.
Dessa forma, se somarmos as probabilidades de cada
uma das seis faces, o valor encontrado serd igual a um,
correspondendo assim & definigaio.

A interpretacdo usual de probabilidade ocorre a
partir da andlise da frequéncia que ocorre determinado

resultado, e é denominada interpretacdo frequencial.

Voltando ao exemplo da queda das folhas, se
marcarmos um quadrado no ch&o e deixarmos cair
inimeras folhas, a probabiidade das folhas cafrem
dentro do espaco demarcado é dada pelo nimero
de folhas cafdas no quadrado dividido pelo total de
folhas cafdas. Se observarmos, novamente, o caso
da queda das folhas, entenderemos que, quando um
numero consideravelmente grande de folhas é deixado
cair de um ponto especifico, o acdmulo dessas ganhard
certa forma comum, e é essa regularidade observada

nos fendmenos aleatérios que possibilita seu estudo e

aplicagdes (TOME e OLIVERA, 2001).

3. EINSTEIN E O MOVIMENTO BROWNIANO

Conforme ilustrado nas palavras de Lucrécio,
o movimenfo browniano j& era conhecido desde a
antiguidade. Entrefanto, no verdo de 1827, o boténico
inglés Robert Brown fez observagdes microscépicas
de suspensdes com gréos de pdlen de um tipo de
flor noturna chamada clarkia pulchella. Ele observou
que o movimento era aparentemente constante, uma
espécie de “danca aleatéria’, e ocorreu-he que a
origem dessa consténcia do movimento poderia ser
orgdnica, ou seja, que seriam minUsculos seres vivos os
causadores disso. Porém, bastaram algumas andlises de
grdos minerais, porh’cu|os de cinza ou poeira, para que
ele descarfasse essa ideia.

Com isso, Brown foi o primeiro a concluir (daf a
origem do nome) que esse movimenfo ndo tem nada
a ver com a presenca de organismos vivos e logo
indicou que seria muifo mais interessante os fisicos
assumirem a responsabilidade por esse estudo, e assim
o fizeram (HAW, 2005). Tempos apds os estudos de
Brown, outros cientistas j& haviam tirado importantes
conclusdes sobre o movimenfo browniano, e surgiram
afrmagdes indicando que ele resultaria das colisdes
entre as particulas imersas e as do fluido.

Seguindo essas bases, Albert Einstein, no infcio

do século XX, passa a estudar esse fenémeno.




No ano de 1905, o entdo desconhecido fisico
que frabalhava em um escritério de patentes na
Suica publica cinco artigos marcantes na histéria da
fisica® . Dois desses, um sobre o tema de sua tese
de doutoramento finalizada em abril, e outro em
maio, referiom-se ao movimenfo browniano. Vale

ressaltar que esses artigos foram os mais citados de

Einstein, chegando a superar todos os seus outros
trabalhos juntos (HAW, 2005).

Nesses trabalhos, Einstein buscava fatos que
comprovassem a existéncia dos dfomos e percebeu
que os estudos sobre o movimento browniano
proporcionariam as condicdes necessdrias para isso. A
particula browniana era considerada uma lupa para
o mundo atémico, embora muitos quimicos e fisicos da
virada do século XIX para o século XX n&o acreditassem
na sua existéncia (HAW, 2005). Entre os quimicos,
um dos assunfos em debate era se os &tomos eram reais
ou se deveriam ser usados apenas como um modelo
diddtico para melhor compreensdo da natureza.
J& entre os fisicos, as discussdes giravam em torno
da teoria cinética dos gases, com a atencdio voltada,
principalmente, & segunda lei da termodinémica.
E nesse contexto histérico que Einstein analisa o
movimento browniano e é "o primeiro a tornar visiveis
as moléculas” (PAIS, 1995). Em seu artigo de maio de
1905 (o artigo da tese), Einstein juntou a termodinémica
dos liquidos com a mecanica estatistica para obter a
primeira teoria fisica, testavel experimentalmente, do
movimento browniano. Aproximava-se a primeira chance
de investigactio direta do mundo atémico. Einstein
imaginou que uma particula browniana com um

o, 0001 mm (grande

o bastante para ser visivel em um microscépio)

diamefro de, por exemp

proporcionaria a lente de aumento para a investigagdo
do mundo atémico. Seria como se vocé pudesse “ver
um d&fomo invisivel” e comparar seu comportamento
diretamente com a teoria cinética dos gases.

No artigo da tese, Einstein considera uma
solugiio de agucar em dgua. A particula de agicar seria
a particula browniana, macroscopicamente pequena,

que sofreria as colisdes com as moléculas de dgua.

O movimento aleatério executado pela particula
de actcar, devido as colisdes com as moléculas de
dgua, é andlogo ao movimenfo browniano, como é

lustrado na figura 1.

Figura 1 - A parte A da figura mostra, em azul, a representacdo
da particula browniana, e, em vermeho, as particulas de um fluido
qualquer. Na parte B, no lado esquerdo, hd um exemplo da
trajetéria irregular da particula browniana devido &s colisdes com
as particulas do fluido. Fonte: Disponivel em <http://galileophys.
virginia.edu/classes/ 109N/morstuff/ Applets/Brownian/brownian.
html>.

Einstein obtém, em seu trabalho sobre o

movimento browniano, @ expressdo3:

NA =RTt/ 6 @aNeox2>, (1)

que relaciona o nimero de Avogadro NA com o
deslocamento quadrdtico médio <«x2> da particula
browniana, do qual falaremos na préxima secdio. Nessa
equacdo, R é a constante universal dos gases, T a
temperatura absoluta da solugdo, N a viscosidade do
fluido, a o raio da particula, e t o tempo necessério para

que a particula tenha um deslocamento quadrdtico

médio (FRANCA e GOMES, 2005)




Com excecdio, talvez, do raio da particula, todas
essas grandezas eram conhecidas ou passiveis de
medicdo naquela época. O nimero de Avogadro NA
é, cerfamente, a quantidade de interesse, pois fornece
o nimero de moléculas (ou dtomos) em uma certa
quantidade de substancia (1 mol). Além disso, de posse
da massa de 1 mol da substancia (@ conhecida da
quimica), pode-se calcular @ massa de uma molécula,
simplesmente dividindo a massa de 1T mol por NA.
Einstein obteve NA = 2x1023 particulas por mol. Com
esse trabalho, Einstein convenceu Jean Perrin a realizar
experimentos cuidadosos para medir  <x2> e o raio
das particulas brownianas. Essas experiéncias foram
realizadas pelo grupo de pesquisa de Perrin a partir
de 1908, encontrando o valor NA = /1023 particulas
por mol (STACHEL, 2001). Por esses trabalhos, Perrin
ganhou o prémio Nobel de fisica em 1926,

A tamanha relevancia desses estudos ndo é
justificada somente pelos estudos de Einstein em seu
artigo sobre o movimento browniano, mas decorre da
mltipla determinago do nimero de Avogadro, ou
seja, a concord@ncia existente entre os valores obtidos
foi imprescindivel para o fim dos debates sobre a
realidade molecular, que veio a se extinguir no inicio do
século XX (PAIS, 1995)

E interessante destacar ainda que Einstein,
a partir de 1907, iniciou o estudo das flutuagdes da
voltagem em capacitores. Dessa forma, tornou-se o
precursor da andlise tedrica e experimental do “ruido”
existente em circuitos elétricos (FRANCA e GOMES,
2005). Fenémenos importantes  associados  &s
flutuacses térmicas da corrente em um circuito elétrico
foram descobertos por Nyquist e Johnson em 1928.

Uma andlise mais diddtica do movimento browniano

pode ser encontrada em FIGUERA (2011).

4. A ABORDAGEM DE LANGEVIN PARA O
MOVIMENTO BROWNIANO

Hd pouco mais de cem anos, o fisico francés
Paul Langevin propés, de maneira fenomenolégica,
a equacdo que leva seu nome, com o objetivo de

descrever o movimento browniano.

Esse fendmeno é particularmente interessante,
como j& vimos, pois hd uma enorme variedade de
situacdes fisicas em que ele ocorre, evidenciando as
flutuacdes estatisticas que surgem em um sistema em
equiibrio térmico (REIF, 1965), (SALINAS, 1997), (TOME
e OLIVERA, 2001). Por outro lado, a existéncia de
flutuacdes relaciona-se intimamente com os fendmenos
onde ocorre a dissipa¢do de energia e irreversibilidade.
Mesmo na fisica cléssica, a descricdio de um processo
irreversivel ndo é uma tarefa trivial. Pode-se introduzir
dissipacio em equacdes microscoépicas a partir da
segunda lei de Newton, adicionando-se termos
fenomenolégicos, exatamente como o fez Langevin, tais
como um amortecimento dependente da velocidade a
dx/dt (a > O) em um oscilador harménico de frequéncia

w, amortecido e sujeito a uma forca externa flt):
d2x/df2 + a dx/dt + w2 x(t) = f(t). (2)

langevin formulou essa equagdo para o
movimento browniano, mas ela mostrou-se aplicével
a inimeros problemas nos quais as flutuacdes
desempenham importante papel, dentre os quais a
corrente flutuante em um circuito elétrico, exemplo que
discutiremos mais adiante. Dessa forma, a abordagem
de Langevin, para a teoria do movimento browniano,
tem se mostrado mais proficua que a de Einstein. Né&o
obstante, na auséncia de forca externa (de origem
gravitacional ou elétrical, a equacdo de Langevin pode

ser escrita da seguinte forma:
mdv/dt=-av+Fl) (3)

em que m é a massa, v a velocidade da particula, t
o tempo que tem relacdo direta com a forga aleatéria
Flt) e a forca de atrito - @ v, em que A é a constante
de atrito. Podemos perceber aqui um exemplo de
um importantissimo ingrediente da fisica estatistica
fora do equilibrio, a chamada relagdo flutuacdo-
dissipagdo, porque é possivel analisar arelagdo existente

enfre a forca de atrito e a forca estocdstica

(VAN KAMPEN, 2007).




Assim, é notdvel que os mesmos mecanismos
responsdveis pelas flutuacdes sdo responsdveis pela
dissipacéio da energia.

A forca Flt) é dita estocdstica porque ela
depende da posicio dos muitissimos d&tomos que
estdo em movimenfo constante (REIF,1965) Essa
interacdo da forca com os muitos graus de liberdade?
é o que a caracteriza como uma funcdo que
flutua (varia) com o tempo.

Por conta dessa irregularidade, ndo se pode
explicar com exatidéo a dependéncia da F de t, por isso
formula-se esse problema em termos estatisticos. Para
isso, imagina-se um ensemble (um conjunto) de muitos

sistemas, cada um composto por uma particula e um

meio circundante. Para cada sistema desse ensemble,
a Flt) & uma funcao aleatéria em t (REF, 1965). E mais
simples entender isso se pensarmos no langamento
de uma moeda, quando queremos conhecer a
probabiidade de cada face cair voltada para cima.
Serd equivalente lancarmos a mesma moeda repetidas
vezes, por exemplo 30 lancamentos, ou lancarmos
muitas moedas iguais, como 30 moedas. Nesse
caso, o lancamento de muitas moedas iguais € andlogo
ao ensemble, no qual os sistemas correspondem a
cada moeda que serd lancada.

A figura 2 ilustra a maneira de extrair valores
médios num ensemble para uma forca estocdstica. A
faxa com que essa forca varia pode ser caracterizada
se o tempo de correlacdo for conhecido, isto é, uma
média aproximada do tempo entre dois mdximos (ou
minimos) da F(t). A particula é dita estaciondria porque
é imaginada fixa, ou seja, sem poder escolher uma
directio no espago. Com isso, a média da forca serd

zero, pois deve ser ora positiva e ora negativa.

Se calcllarmos a média da posiciio <> da
particula, perceberemos que também serd nula. Isso &
mehor compreendido quando se pensa no exemplo
de passeio aleatério, conhecido como “problema do

marinheiro bébado”, que consiste no caso mais simples

de difusdo (NUSSEZENVEIG, 1998).
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Figura 2: Sistemas do ensemble e o comportamento da forca
flutuante Flt) sob uma particula estaciondria. Os instantes 11 e
12 s@o considerados o mais préximos possiveis a fim de calcular
valores médios da forca.

Fonte: REIF (1965, p. 562).

Sabendo disso, é mais conveniente pensar em
nimeros positivos, fomando entdo o deslocamento
quadrdtico médio «x2>. De maneira simplificada, vamos
entendé-lo como a média da diferenca, ao quadrado,
enfre a posicio apds N passos e a média desse
deslocamento, que pode ser escrita <xN - <xN>2>. Apds
compreendermos essa ideia do passeio aleatério,
basta substituirmos o nimero de passos do bébado
pelo nimero de colisdes da particula browniana, que é

proporcional ao tempo de observacao t.




A titulo de ilustracdio, vamos agora aplicar a
abordagem de Langevin para o movimento browniano
em circuitos elétricos. O livro de Reif (1965), apesar de
antigo, é um cléssico da drea, e traz essa andlise no
seu capitulo 15. Considere um circuito formado pela
associacdo, em série, de um resistor R, um indutor L e
um capacitor C (circuito RIC), em equilforio térmico &
temperatura T. As flutuacdes de corrente elétrica nesse
circuito s@o andlogas ao movimento de uma particula
browniana, e podem ser representadas a partir de uma
fem. alternada V(t). Sendo qt) é a carga no capacitor
como funcdo do tempo, a equacdo de Langevin para

esse sistema é complefamente andloga & equacdo (2):

d2q (1) / dt2 + (R/L) dg (1) / dt « (1/1C) g (1) = VIt (3)

N&o nos ocuparemos aqui da solugdo dessa
equacdo. Apenas destacaremos os pontos e resultados
fundamentais. A energia média armazenada no
indutor e no capacifor sGo iguais e, segundo o principio
de equiparticdo de energia classico, valem kI/2. Esse
resultado estd longe de ser ébvio, ndo tendo, inclusive,
como seria de se esperar, validade em todos os casos®.

A quantidade de interesse obtida na andlise
desse problema ¢ a densidade espectral da
fem. flutuante:

J+(wO) = 2kR /@ . (4)

Essa pode ser entendida como uma espécie
de valor médio da fem. (a funcdo de correlacdo) na
representacdo das frequéncias. A equagdo (4) é um
caso especial da j& mencionada relacdo flutuacdio-
dissipacdo. E vdlida, inclusive, no caso de um circuito
com uma impedancia arbitréria, fambém podendo ser
generalizada para o caso quantico. Nesse dominio
surgem, como |4 esperados, efeitos novos, devidos,
entre outros, & energia de ponto zero (ver nota 6)

A importancia do sistema dado aqui como
exemplo e do método de andlise utiizado é dupla.
Os circuitos do tipo RIC sdo encontrados em
diversos dispositivos eletrénicos utilizados em nossa

tecnolégica sociedade atual.

Por outro lado, esses sistemas permitem modelar
uma ampla gama de fenédmenos e os métodos
de andlise desenvolvidos proporcionam investigar
questdes de fundamentos da fisica, tais como o conceito

de equilfbrio térmico e a origem e aplicabiidade da

prépria equacdo de Langevin (GOMES, 2013).

! Essa interprefaciio é a usual, existem porém
outras, por exemplo, a Bayseana.

2 Os artigos foram, nessa ordem, sobre o
efeito fotoelétrico, o primeiro (tese) e o segundo sobre
movimento browniano, a teoria da relatividade especial,
e a relagdo massa-energia (E = mc2) (CHALMERS,
2005)

% Einstein obtém, na verdade, duas equagdes;
para mais detalhes, ver SALINAS (2005) e CARUSO e
OGURI (2006).

4 Para compreender o termo graus de liberdade
e a interacdo com a forca, denominada estocdstica, é
0til pensar em uma molécula de um gds que executa um
movimento de translagéio, possuindo componentes de
velocidade v em relacdio cos trés eixos. Assim é possivel
entender que, como hd componentes de v nos trés
eixos, essa molécula terd trés graus de liberdade de
translacdo, j& que existem trés formas independentes
da molécula se deslocar e assim armazenar energia

(HALLIDAY et al, 2009).

> Ver GINZBURG (1989), capitulo 14, para uma

andlise aprofundada dessa questdo, feita pelo fisico

russo ganhador do prémio Nobel.
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