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SISTEMAS LINEARES
Guilherme Rossi de Melo

Objetivos

Este material foi elaborado para que vocé possa:

e definir sistemas de equacdes lineares;
e identificar um sistema de equagdes lineares homogéneo;

e executar o método de eliminagao de Gauss na resolugao de um sistema
de equagdes lineares.

Iniciando o estudo

Sistemas de equacdes lineares consistem em grupos de equagdes lineares que
contém multiplas incégnitas ao mesmo tempo. Devido a simplicidade dos métodos
de resolugdo em comparagdo com outros tipos de equagdes, esses sistemas sao

amplamente utilizados para estruturar e analisar dados.

1 Sistema de Equagoes Lineares

Uma equagao linear nas variaveis x;,x,,...x, € uma equagao que pode ser
escrita na forma

aixq + axx; +azxs + -+ apx, =b

em que b e os coeficientes a4, a,, ..., a,, S80 nimeros reais ou complexos, em geral ja
conhecidos. O indice n pode ser qualquer inteiro positivo.

Uma solugao para a equagao € uma sequéncia de n nUmeros sy, Sy, S3, ..., S, que
tem a propriedade de que a equacdo é satisfeita quando x; = s;,x, = 55, %3 =

S3, .., X, = S, Sa0 substituidos na equacao.
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Por exemplo, x; = 2,x, = 3,x3 = —4 é uma solucdo para a equacao linear
6x; — 3%, +4x3 = —13 pois 6-2 — 33 + 4+ (—4) = —13.

Um sistema de equagdes lineares (ou um sistema linear) é uma colecéo de
uma ou mais equacoes lineares envolvendo as mesmas variaveis. Em particular, um
sistema de m equacodes lineares L,,L,,...,L,, nas n incégnitas x,, x,, ..., x, pode ser

colocado na forma padrao abaixo:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
alel + azzxz + -+ aann = b2

Am1X1 + AmaXy + -+ App X = by

em que 0s a;; € 0s b; s@o constantes. O numero a;; € o coeficiente da incognita x; na
equacao L;, e o numero b; é o termo constante dessa equagao, chamando-o de um
sistema m x n (lemos m por n).

Se o0 numero m de equagoes for igual ao nimero n de incognitas, ou seja, se
m = n 0 sistema é dito quadrado.

Se todos os seus termos constantes forem nulos, isto é se b, =0,b, =
0, ..., b,, = 0 0 sistema € homogéneo, caso contrario é dito nao homogéneo.

Uma solugao (ou solugao particular) de um sistema é uma lista de valores para
as incognitas ou, de modo seja uma solugao de cada uma das equacgdes do sistema.
O conjunto de todas as solugdes do sistema é denominado conjunto solugao ou

solucao geral do sistema. Vejamos o exemplo:

1) Verifique se (a) e (b) sdo solugdes para o sistema 3 x 4 abaixo

x1+x2+X3+2.X4_=8
2x1 — X5 + 2x3 — 5x4 = 10
—X1 — Xp + 2x3 —5x, =7

(@) (1,2,5,0)
(b) (0,-3,1,1)

O conjunto de todas as solugdes possiveis é conhecido como conjunto

solugao do sistema linear. Dois sistemas lineares sdo chamados equivalentes se

tiveram o mesmo conjunto solucao, ou seja, cada solugao do primeiro sistema € uma
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solucao do segundo sistema, e cada solucao do segundo sistema é uma solucao do

primeiro.
Um sistema linear de duas equacdes é um exemplo bom para visualizar e
determinar o conjunto solucdo de sistema linear, porque isso é equivalente a

determinar a intersegdo de duas retas. Vejamos trés exemplos de Lay et al. (2024)

abaixo:

x1 - 2x2 == —1
a) {_xl + 3x2 = 3

Esse sistema tem somente uma solugéo (intersecc¢éo das retas), sendo o par

(3,2).

x1 - 2X2 = —1
b) {_Xl + sz = 3

Esse sistema ndo tem solugdo (retas paralelas).

X, —2x, =—1
©) {—xl +2x, =1
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Esse sistema tem uma infinidade de solugdes (retas coincidentes).
Dizemos que um sistema linear é consistente se tiver uma solugao ou infinitas

solucgoes; um sistema € inconsistente ou impossivel se ndo tiver nenhuma soluggo.

Figura 1 — Classificagdo dos Sistemas Lineares

Sistema de equacoes lineares

]

l l

Inconsistentes Consistente
Sem Solucao Numero infinito
solucao unica de solucoes

Fonte: Lipschutz e Lipson (2011)

Se by =b, =b; =--=b, =0, entdo o sistema é chamado homogéneo e
sempre teraasolugao x; = x, = x5 = -+ = x, = 0, chamada solugao trivial. O sistema

homogéneo podera ter outras solugdes nao triviais.

2 Resolugao de Sistemas Lineares

Quando consideramos métodos para resolver sistemas de equagdes lineares,
€ importante distinguir entre sistemas grandes, que precisam ser resolvidos por
computador, e sistemas pequenos, que podem ser resolvidos a mao. Por exemplo, ha
muitas aplicagdes que levam a sistemas em milhares e até milhées de incognitas.

Esses sistemas grandes requerem técnicas especiais para tratar dos problemas de
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tamanho de memédria, erros de arredondamento, tempo de solugdo e assim por
diante.

Em situagdes envolvendo sistemas com apenas duas equacdes lineares de
duas variaveis, a solugdo pode ser obtida de forma direta (método de soma e
substituicdo). A partir de uma das equagdes, escreve-se uma relagdo que define uma
variavel em funcao da outra e, entao, substitui-se essa relacdo na segunda equacgao,
o que permite determinar uma das variaveis e, depois, a outra. Veja os exemplos de
Larson (2017) abaixo e responda: qual sistema é mais facil de resolver

algebricamente?

x—2y+3z=9 x—2y+3z=9
a) {—x+3y = —4 b) y+3z=5
2x —5y+5z=17 zZ=

O sistema (b) é claramente mais facil de resolver. Esse sistema estd na forma
escalonada por linhas, o que significa que ele esta em um padrao “degraus de escada”
com coeficientes principais iguais a 1. Para resolver um desses sistemas, usamos a
substituicao regressiva.

Sabendo que z = 2, substituindo em y + 3z =5, temos y + 3-2 =5, ou s€ja,
y = —1. Substituindo yezna primeira equagao, temos x—2-(-1)+3-2=9,
resultando em x = 1. Portanto o conjunto solugéo é o trio (1, -1, 2).

Dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalentes quando eles tém o
mesmo conjunto solugdo. Para resolver um sistema que ndo esteja na forma
escalonada por linha, ou para um sistema do tipo 3 x 3 e sistemas de equagdes
lineares maiores, torna-se necessaria a utilizagdo de um método que fornega um
procedimento operacional bem-definido, a fim de que a obtengao da solugao para

qualquer tipo de sistema seja padronizada.

3 Método de Eliminacao de Gauss

0 método de eliminagao de Gauss consiste em substituir um dado sistema de

equacgdes lineares por outro equivalente, que seja mais simples de ser solucionado e

Revista de Educacao a Distancia do IFSC

Floriandpolis-SC - v.1, n.6, novembro/2024, p.1-8




N

que tenha a mesma solucao do sistema original. Isso pode ser feito por meio de trés

tipos de operagdes matematicas que visam a eliminar variaveis.

a) Multiplicar uma equagao por uma constante
b) Trocar de posi¢cao duas equagdes entre si

c) Somar um multiplo de uma equagéo a uma outra equagao

Estas operacbes sdo chamadas operagdes elementares. E importante
observar que as operagdes elementares sdo reversiveis. Se duas linhas forem
trocadas, poderao retornar as suas posigdes originais por meio de outra troca. Se uma

linha for escalonada por uma constante nao nula ¢, entao multiplicando a nova linha
1 . ..
por = obteremos a linha original.

Vejamos um exemplo resolvido de Larson (2017):

x—2y+3z=9
Resolva o sistema {—x + 3y =—4
2x =5y +5z=17

Embora existam diversas maneiras de comecar, vocé gostaria de usar um
procedimento sistematico que possa ser aplicado a sistemas maiores. Trabalhe a
partir do canto esquerdo de cima do sistema, mantendo o x no canto esquerdo de

cima e eliminando os outros termos em x da primeira coluna.

x—2y+3z=9
y+3z=5
2x — 5y +5z =17

(somar a primeira equagdo a segunda equagdo produz uma nova segunda

equacao)
x—2y+3z=9
y+3z=5
—y—z=-1
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(somar por -2 a primeira equagdo multiplicada por -2 a terceira equagdo produz

uma nova terceira equagao)

Agora que vocé eliminou todos, exceto o primeiro x da primeira coluna, trabalhe

na segunda coluna.

x—2y+3z=9
y+3z=5
2z =4

(somar a segunda equacdo a terceira equagdo produz uma nova terceira

equacao)
x—2y+3z=9
y+3z=5
z=2

T . ~ 1 . ~
(multiplicar a terceira equagdo por > produz uma nova terceira equacéo)

Cada uma das trés equacgdes no exemplo representa um plano em um sistema
de coordenadas tridimensional. A solugdo unica do sistema é o ponto (x,y,z) =

(1,—1,2), de modo que os planos se interceptam nesse ponto, como mostrado na
figura abaixo:

Figura 2 — Solugao geométrica do sistema linear exemplificado

Fonte: Larson (2017)
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O préoximo exemplo envolve um sistema inconsistente — um que nao tem
nenhuma solucao. A chave para reconhecer um sistema inconsistente é que, em
algum estdgio do processo de eliminacéo de Gauss, vocé obtém uma afirmacéo falsa,
tal como 0 = —2.

Resolva o exemplo abaixo e verifique a inconsisténcia do sistema.

2x —y—2z=2

{ x—3y+z=1
x+2y—3z=-1

Agora verifique que o sistema de equacgoes lineares abaixo tenha infinitas

solugdes.

Tente obter como resultado um sistema com parametro t de forma que

x=3t—1,y =t,z =t ondetéqualquer nimero real.
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