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NUMEROS IRRACIONAIS E NUMEROS REAIS
Gustavo Camargo Bérti

Objetivos

Este material foi produzido a fim de que vocé possa:

compreender a necessidade da utilizagdo de numeros irracionais;
utilizar e justificar o processo de arredondamento;

entender o conjunto dos niumeros reais enquanto unidao dos racionais e
irracionais.

Iniciando o estudo

Os numeros irracionais fundamentam-se na ideia de que nem todos os
nimeros na forma decimal podem ser representados na forma de fragdo com
numerador e denominador sendo nimeros inteiros, ou seja, o conjunto dos numeros
racionais nao basta para expressar todos os niumeros. Neste estudo vamos tratar do
conjunto dos numeros irracionais, que unido ao conjunto dos numeros racionais
forma um conjunto maior, dos nimeros reais, que da conta de (quase) todas as

questdes numéricas abordadas na escola basica e aplicadas as demais areas.
1 Numeros irracionais

Os numeros racionais sao todos aqueles que podem ser escritos na forma da
fracao irredutivel %, sendo o numerador qualquer numero inteiro e 0 denominador um
inteiro ndo nulo, tais que mdc(a, b) = 1. Mas sera que todos 0os numeros podem ser
escritos dessa forma?

A resposta para a pergunta acima é nao, e vamos pensar no seguinte exemplo
para justificar:

Existe um ndmero racional x tal que x* = 3?
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Note que se x fosse racional, teriamos x =% (fracdo irredutivel) e (%) =3,
portanto teriamos a® = 3 - b? o que implica que a* é multiplo de 3, e por consequéncia
2
a também é multiplo de 3 (é possivel demonstrar o ultimo fato). Por outro lado, % =

. ; 3k)?
b? e pelo fato anterior (a = 3k, sendo k um nimero natural) podemos escrever % =

b? ou desenvolvendo, 3k* = b? o que implica que b* é multiplo de 3, e por
consequéncia b também é multiplo de 3. Sendo assim, mdc(a,b) # 1, visto que

ambos sao multiplos de 3, o que prova que nao existe uma fragao irredutivel x = %tal

que x? = 3, ou seja, x ndo € um numero racional.
Entretanto, é possivel pensar uma solugdo para x* = 3 via andlise empirica:

x=1=x*=1
x=15 = x*=2,25
x=17 = x*=2,89
x =175 = x*=3,0625
x =173 = x*=2,9929
x =174 = x*=3,0625
x =1,735 = x% =3,010225
x =1,732 = x* =2,999824

Podemos seguir o processo infinitamente, mas nunca encontramos um
numero racional tal que x* = 3. O que sabemos até agora é que x € um ndmero entre
1,732 e 1,735 e, conforme continuamos o processo, melhor a aproximacgao para x.
Sendo assim, é possivel perceber que x tem expansdo decimal infinita e nao
periddica. Surge entdo a necessidade de um conjunto para englobar todos os
nameros que tém essa caracteristica.

O conjunto dos numeros irracionais, representado por I, contempla os
nuameros cuja representacao decimal é infinita e ndo periddica. Também é possivel

definir o conjunto como aquele que contempla todos os numeros que nao podem ser

escritos na forma da fragao irredutivel %, sendo a e b inteiros e b # 0. Note que Q n

I={ }.

Alguns exemplos de numeros irracionais:
p . . n 1 49
e Todas as raizes do tipo Vr tais que r # Z—n, por exemplo V7, o V2, o

e Algumas constantes como 7 (pi), e (nimero de Euler) e @ (nimero de ouro);
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e Numeros construidos com infinitas casas decimais, utilizando algum padrao
que garante a inexisténcia de periodo, como, por exemplo, em
2,01001000100001000001... (seguindo o padrdao de um zero a mais em cada
bloco que termina em 1);

e A maior parte das imagens das funcdes trigopnométricas, por exemplo sen(1),
cos(5),tg(4);

e A soma e o produto de um numero racional e um numero irracional, por

exemplo 1+ +/2,3m,—2 — \E%

1.1 Arredondamento

1732
1000

7

E errado escrever v/3 = 1,732, pois se isso fosse verdade teriamos V3 =

em razdo disso, v/3 seria um nimero racional. O correto é escrever v3 ~ 1,732, pois
trata-se de uma aproximacgao, visto que ha infinitas casas na expansao decimal de
/3. De fato, na calculadora cientifica, o valor informado para v/3 é 1,732050808, que é
o valor arredondado utilizando o nimero maximo de casas decimais que o visor pode
mostrar.

Para fazer o arredondamento de um numero irracional ou um racional com
muitas casas decimais em n casas decimais, olhamos para a casa decimal n+1 e
utilizamos os seguintes critérios:

e Se o digito na casa n+1 é maior que 5, aumentamos em uma unidade o digito
da casa n. Por exemplo, arredondando cos(5) em trés casas decimais, temos
cos(5) ~ 0,284, pois o digito na quarta casa decimal é 6 (maior que 5), visto
que o valor que aparece na tela da calculadora é 0,283662185;

e Se o digito na casa n+1 é menor que 5 mantemos o digito da casa n. Por
exemplo, arredondando V3 em trés casas decimais, temos /3 ~ 1,732, pois 0
digito na quarta casa decimal é 0 (menor que 5), visto que o valor que aparece
na tela da calculadora é 1,732050808;

e Se o digito na casa n+1 é 5, aumentamos em uma unidade o digito da casa n,
exceto quando o digito 5 da casa n+1 é o ultimo digito ndo nulo (nesse caso, o

ndmero a ser arredondado é racional). Por exemplo, arredondando = em casas
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decimais, temos =~ 3,142, pois o digito na quarta casa decimal é 5 e ha digitos
apos, visto que aparece na tela da calculadora 3,141592654. Ja o
arredondamento do numero racional 6,7765 em trés casas decimais € 6,776,

considerando que o digito 5 da quarta casa decimal é o ultimo.

1.2 Obtengao de alguns numeros irracionais

Vejamos alguns exemplos de numeros irracionais que sao obtidos via

procedimento construtivo:

Exemplo 1: Em qualquer circulo, a razao entre o comprimento da circunferéncia

e o diametro é a constante 7, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 - Obtencao da constante «

C_—

Fonte: Elaborado pelo autor

Exemplo 2: A diagonal de um quadrado de lado 1 u.c. mede 2 u.c., conforme

a Figura 2.

Figura 2 - Diagonal de um quadrado de lado 1 u.c.

Aplicando o Teorema de Pitagoras:
d 1 d*> = 1% + 1°

d* =2

d =12

Fonte: Elaborado pelo autor
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Exemplo 3: O processo construtivo na Figura 3 mostra a obtengdo de @ = 1+2‘/§,

0 numero de ouro, correspondente a razao entre os lados maior e menor do retangulo

aureo (marrom).

Figura 3 - Construcao do retangulo aureo

Passo 1 Passo 2 Passo 3

B 1 —

Fonte: Elaborado pelo autor

2 Numeros reais

O conjunto dos numeros reais, representado por R, corresponde a uniao dos
conjuntos dos numeros racionais e dos irracionais (R = Q U I), o que pode ser

representado pelo diagrama de conjuntos numéricos da Figura 4.

Figura 4 - Diagrama de conjuntos numéricos
R

=]

L

Fonte: Elaborado pelo autor

No conjunto dos numeros reais, as quatro operacdes bdsicas (adicéo,
multiplicacdo, subtragdo e divisdo) estdo bem definidas, ou seja, operando dois

numeros reais o resultado também o é.
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Outros fatos importantes sdo o estabelecimento da relagdo de ordem (dados
dois nimeros reais distintos, sempre é possivel decidir qual € o maior) e a propriedade
da densidade (dados dois nimeros reais distintos, ha infinitos nimeros reais entre

eles).
2.1 Reta real

Podemos dispor os infinitos nimeros reais em uma reta numeérica. Para tal, é
preciso estabelecer uma unidade de graduagéo, o zero como origem e posicionar a
direita da origem os numeros positivos e a esquerda os numeros negativos, conforme

ilustra a Figura 5.

Figura 5 - Reta real e posicionamento de alguns numeros reais
a =
- ? _\\l'lz [
— @~ @
4

1 2 3

. 0,

e o

. — @ . . e
-6 -5 -4 -3 -2 - 0

Fonte: Elaborado pelo autor

2.2 Modulo

0O médulo de um numero real é a distancia entre o ponto que o representa e o
ponto de origem da reta real. Para sinalizar que queremos o modulo de um ndmero
real, utilizamos a notagao | |. Observando a Figura 5, temos que:

| 9 9

- =2 |-n| =7 0,6] =0,6 V2| =2 lel =e

2.3 Intervalos de niumeros reais

Um intervalo de numeros reais é um “pedaco” da reta real, ou seja, um
subconjunto dos nimeros reais que contém infinitos nimeros.
Para simbolizar que uma extremidade pertence ao intervalo, utilizamos o

colchete para dentro, caso contrario utilizamos o colchete para fora. Por exemplo,

-9 . . . P . . . . -9
[?,4] € o intervalo que contem todos 0s numeros reais maiores ou Iguais a Py e
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menores ou iguais a 4, ja |0, e] € o intervalo que contém os numeros maiores que 0 e
menores ou iguais a e.

Os intervalos podem ser ilimitados superior ou inferiormente. Por exemplo, | —
0,+/2[ é o intervalo que contém todos os nimeros reais menores que V2, ja [4, +oo[
contém todos 0os numeros reais maiores ou iguais a 4.

Como os intervalos sdo conjuntos numéricos, podemos realizar as operagoes
de unido, interseccao e diferencga. Por exemplo:

® ]-o,V2[U]0,e] =] —oo,e]
e ]—,v2[Nn]0,e] =]0,v2[
o 1—o0,V2[—]0,e] =] - 0,0]
o 10,e]-]-o0,v2[=[V2e]

Concluindo o estudo

Com este estudo vocé esta apto a compreender a plenitude dos numeros reais
quanto as quatro operacgdes basicas e quanto arelagao entre a representacao de cada
numero como um ponto na reta real. Todavia, € preciso perceber que tal conjunto sdo
satisfaz todas as questdes da matematica, como, por exemplo, a solugcdo para a
equacdo x* = —3, que sera resolvida com a ampliagdo do conjunto dos nimeros reais
ocasionada pela nogdao de numero complexo. Ao se deparar com questdes como
essa, sugere-se que nao se utilize a expressado “ndo ha solugdo no conjunto dos

nuameros reais” em detrimento a simplesmente “ndo ha solugao”.
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