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NUMEROS RACIONAIS
Gustavo Camargo Bérti

Objetivos

Este material foi elaborado para que vocé seja capaz de:
e reconhecer as diferentes formas de representagdo de um mesmo ndmero
racional;

e fazer operagdes entre numeros racionais e justificar os procedimentos de
calculo.

Iniciando o estudo

Os numeros racionais fundamentam-se na ideia de que o conjunto dos
nameros inteiros nao é suficiente para expressar todos os possiveis resultados da
divisdo de dois numeros inteiros. Cada numero racional pode ser representado na
forma de fragcdo e na forma de nimero decimal e, em cada um desses formatos, ha
infinitas representa¢des para 0 mesmo numero. Essa possibilidade de multiplicidade
de representagdes talvez seja um fator que colabore para a incompreenséao de parte
dos estudantes sobre conceitos que envolvem numeros dessa natureza. Neste
estudo vamos abordar as diferentes formas de representacao e as operacdes, a fim
de que vocé possa trabalhar questdes relativas ao conjunto dos numeros racionais

com clareza na futura pratica docente.

1 Ideias fundamentais

Vamos considerar os numeros inteiros a e b escolhidos aleatoriamente, e a
equacao bx = a. Note que:

e Se b =0, a equagdao nao pode ser resolvida, pois o lado esquerdo da
igualdade resulta em 0 independemente do valor de x, e o lado direito (a) ndo é

necessariamente 0;
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e Se a é multiplo de b, entdo x € um numero inteiro;

e Se a é nao é multiplo de b, entdo x nao é um numero inteiro, e nesse caso

. P , . a
dizemos que x € um numero racional e o representamos na forma -
O conjunto dos numeros racionais (representado por Q) engloba todos os
s . a . ~ s . .
numeros escritos na forma - tais que a e b sdo ambos numeros inteiros e b # 0.

Note que Z é um subconjunto de Q, pois se b = 1, temos:

a
x=a = 1-x=a:>x=I

% 3 a forma fracionaria do nimero racional x, onde a é chamado de numerador

e b é chamado de denominador. O mesmo numero racional x também pode ser

representado na forma decimal (nUmero com virgula).
2 Numeros racionais na forma fracionaria

Nesta secdo vamos abordar os nimeros racionais expressos na forma de

fracao.
2.1 Fragdes equivalentes

Como visto anteriormente, 0 numero racional x é a solugao da equagao bx =
a, sendo a e b numeros inteiros e b # 0. Note que ao multiplicar ambos os lados da
equagao por um numero inteiro ndo nulo ¢, estamos obtendo uma equacgao
equivalente:

cbx = ca

Sendo assim, temos que a solugdo da equacgao, x, pode ser escrita de infinitas

maneiras, visto que ¢ pode ser qualquer nimero inteiro nao nulo.

a ca

b c¢h

Todas as infinitas fragdes do tipo % sao representantes para 0 mesmo numero

racional x. Tais fragdes sdao um conjunto de fracGes equivalentes. Seguem alguns

exemplos:
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8 16 36 —400 ~

~ . 4
e —,—,=— —— sdo fragcOes equivalentes a -
10" 2045 -500 5

-30 45 =300

-9 ~ . -3
—,—,——,— sao fragdes equivalentes a — = —3.
10 " —=15" 100 ° 3 1

2.2 Simplificacao de fragoes

Dada uma fracao %, podemos “simplifica-la” obtendo uma fragao equivalente

pela divisdao do numerador e do denominador pelo mesmo numero inteiro nao nulo c,
de forma a obter uma nova fragdo em que numerador e denominador sao ambos

inteiros. Por exemplo:

. .re ~ 72 . .. .
e Podemos simplificar a fragao % dividindo numerador e denominador por 2,
~ . 36 . .pe ~
obtendo a fracdo equivalente e Agora podemos fazer uma nova simplificacdo

dividindo numerador e denominador por 9, obtendo a fragao equivalente g (observe

gque agora nao é mais possivel dividir numerador e denominador pelo mesmo inteiro

de forma a obter uma nova fragdo com numerador e denominador inteiros).

. . re ~ =75 4. .- .
e Podemos simplificar a fracao > dividindo numerador e denominador por 5,

~ . -15 . . re ~

obtendo a fragdo equivalente — Agora podemos fazer uma nova simplificagao
dividindo numerador e denominador novamente por 5, obtendo a fragdo equivalente
-3 ~ 4 . ’ . . s .

- (observe que agora ndo é mais possivel dividir numerador e denominador pelo
mesmo numero inteiro de forma a obter uma nova fragdo com numerador e

. . . -3 , . .
denominador inteiros e que - corresponde ao nuimero inteiro -3).

Alguns fatos importantes:
e Podemos fazer uma etapa unica de simplificagado ao dividirmos numerador

e denominador pelo méaximo divisor comum de ambos (mdc). Por exemplo, como

mdc(72,90) = 18, temos que % = ;zjz = g; e de forma analoga mdc(75,25) = 25,
logo == =222 -2 3,
25 25-+25 1

e Senafragao %temos mdc(a,b) = 1, dizemos que % é uma fragao irredutivel.

~ . s 4 -3 24 93 -100
Como exemplos de fragdes irredutiveis temos -, —, —,—, —, ...
5 1 17 —45 2391
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2.3 Fracdes decimais

Toda fragao cujo denominador é uma poténcia de 10 € uma fragao decimal,

3 42 1342 P . . ~
— e — . Alguns numeros racionais téem como representante

como, por exemplo, —,
10 100 1000

uma fracdo decimal (fragdo equivalente) e outros néo, por exemplo:

8 e ~ . 16
° - também pode ser representado pela fragao decimal e

17 , ~ . 425
°* também pode ser representado pela fragao decimal To00

~ . ~ . . P . 5
e Nao ha fragdo decimal que sirva de representante para o numero racional p

Note que os numeros racionais s6 podem ser representados por uma fragao
decimal quando a decomposi¢cdo do denominador em fatores primos tem apenas
poténcias de 2 e de 5. O multiplicador para obtencao da fragdo decimal é do tipo
2™ . 5", sendo m e n 0s humeros naturais que fazem com que a multiplicagédo pelo

denominador seja uma poténcia de 10. Por exemplo:

8 .~ . . ,
e Em;, a decomposicéo em fatores primos do denominador é 5*, portanto o

T , . . 8 8-2 16
multiplicador é 21, pois 5! - 2! = 10?, assim ==
17 .~ . . P
e Em 20 @ decomposicdo em fatores primos do denominador é 23 .51,
__ 1757 _ 425
~ 4052~ 1000’

portanto o multiplicador é 52, pois 52 - 23 - 51 = (2 - 5)3 = 103, assim %
e Em Z, a decomposi¢ao em fatores primos do denominador é 2 - 3, portanto

nao ha multiplicador natural que torne possivel obter uma fragao equivalente com o

denominador sendo uma poténcia de 10.
2.4 Operagodes
As operacgdes basicas envolvendo fragdes utilizam os conceitos previamente

abordados. E importante entender os procedimentos do célculo para que ndo se tenha

uma mera reproducgao de algoritmos, sem a devida vinculagao conceitual.
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2.4.1 Adicao

A adicao de fracdes utiliza a ideia de fragdo como relagao parte/todo, sendo o
denominador a quantidade de divisdes em partes iguais de um todo e o numerador a
quantidade de partes a serem consideradas. Tal operagdo consiste em “juntar”
pedagos de um mesmo todo, e para que isso ocorra, precisamos que os pedagos
tenham o mesmo tamanho, ou seja, que ambas as fracbes tenham o mesmo
denominador, o que sempre sera possivel através do processo de obtencédo de

fracOes equivalentes:
ad bc ad+bc

bd  bd . bd

a N c
b d
Exemplos de aplicagao dessa ideia:

35 _ 9+35 _ 44

o —+-=—+ —t ===
7 3 7-3 3-7 21 21 21 21
3 - 3+(=5 -2
()=
7 7 7 7
3 5 3-14 5-7 42 35 42435 77 777 11
o —+—=—F —=— —_ = = — = — = —
7 14 7-14 14-7 98 98 98 98 98-+7 14

Algumas constatagdes importantes:

e Se os denominadores das parcelas sao iguais, basta somar os
numeradores;

e Podemos obter fragdes equivalentes cujo denominador é o menor multiplo

comum dos denominadores. Tal processo nos permite operar com “fragdes mais

. n 3 5 32 5 6 5
simples”. Por exemplo, como mmc(7,14) = 14,temosque-+—=—+—=—+—=
7 14 7-2 14 14 14
6+5 _ 11
14 14

e O fato imediatamente acima é utilizado na escola basica como algoritmo

para a adicao de fracoes.

2.4.2 Subtragao

A subtracdo de numeros racionais x —y € equivalente a soma de x com o

oposto de y, pois se o nimero racional y é positivo (aplicando a regra de sinais da
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divisdo “numerador/denominador”), entdo seu oposto é negativo, e vice-versa.
Seguem alguns exemplos:

3 5 3-3 5.7 9 35 9+(-35 —-26
(DB (-2 ()R-

7 3 7-3 3-7 21 21 21 21

3 5

7 3

7 7 7 7 7
3

7

e o R G Rt Gy e rt
2.4.3 Multiplicagao

Sejam 0s numeros racionais x e y solu¢des das equagdes bx = a e dy = c, tais
que a, c,b e d sao todos numeros inteiros e os dois ultimos ndo sao nulos.

Multiplicando as igualdades membro a membro, obtemos uma nova igualdade:

bx-dy=a-c = bd-xy=ac = xy=%

Observe que a ultima igualdade nos fornece um método pratico para a
multiplicagdo dos numeros racionais x = % ey= 2, assim obtemos uma fragao cujo
numerador é o produto dos numeradores e o denominador é o produto dos

denominadores, como pode ser visto nos seguintes exemplos:

o 3.5_35_15_15:3 5
7 3 73 21 21+3 7
3 (-5 3-(=5 -15
NS (_) _ 3(=9)
7 \7 7.7 49
o _8 ( 5) _ —8(=5) _ 40 _ 40+4 _ 10
7 12/~ 712 84 84+4 21

Alguns fatos importantes:

e Podemos fazer simplificagdes no comecgo do calculo para operar “nimeros

p 3+3 15 5 +4 5 -2:(-5) _ 10
menores”. Por exemplo, em——=—=-eem——-|— = = —.
7 71 7 73 21

5
3+3 1 7 124

e Quando o produto de duas fracdes é 1 (elemento neutro da multiplicagéo),

w

temos que uma € o inverso multiplicativo da outra. Por exemplo,

N w
w3

-7
= .3=fL

N

7 . T . 3 . . .
portanto 3 € O Inverso mU|tIp|ICatIVO de P e vice-versa. Genericamente, o inverso

SIS

multiplicativo da fracdo % é
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2.4.4 Divisao

Observe que a divisao de numeros inteiros é equivalente a multiplicacao do

dividendo pelo inverso multiplicativo do divisor, por exemplo:

14.7_14.7_14 1_14_2_2
11 1 77 1

Podemos estender a ideia para a divisao de numeros racionais:
a d

b c

a
b

c
d

Seguem alguns exemplos de divisdo de numeros racionais:

3 Ndmeros racionais na forma decimal

A representagdo decimal de um nimero racional (representagdo com virgula)
permite que todo numero racional seja escrito como uma lista envolvendo algarismos

(digitos). Para tal, utilizamos o seguinte fato:

Todo numero racional positivo % pode ser escrito como naforma k + % + 1% +

1‘%+... sendo k um numero natural e ay,a, as... pertencentes ao conjunto

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Note que - =0,a,;, -2 =0,0a, -—==0,00a; e assim sucessivamente,
1 102 103

01
portanto temos:
a; az as
kbt —
101 102 " 103
% = k, a,a,as. .. (representacdo decimal de %)

S Q

Algumas observagoes:

- . . a a a a a
e Para um numero racional negativo —, temos - = — (k e~ S );
b b 101 102 103
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e Os numeros racionais podem ter representacdao decimal finita ou

representacao decimal infinita e periddica.

3.1 Representacao decimal finita

Todas as fragcdes que podem ser escritas como uma fragao decimal
equivalente tém representacao decimal finita. Utilizamos fragcbes equivalentes
(multiplicador 10) e o algoritmo de Euclides para possibilitar a escrita da fragdo na
forma de soma de fragdes que permite a visualizagdo da forma decimal, conforme

ilustra o exemplo a seguir:

7_1 17

40 10 4
:i.(E+3)
10 \4 ' 4
1 (44))
10 4
:i.(4+2)
10 40
:1”(4+(1”1§
10 10 4

NN
+
—
sl=

N
+
—
sl=

Il
sl
o
N7 N7 NN
NN NN
+ +
raummS raummS
5= sl-
VS
N
sl=
: uis
N——
SN———

4,25
10 100 1000
= 0,425

3.2 Representacgao decimal infinita

Todas as fragdes que nao tém fragao decimal equivalente tém representagao
decimal infinita e periddica. Ao utilizar o mesmo procedimento que no tépico anterior,
percebemos que ha um padrdo de repeticdo, como pode ser visto no exemplo a

sequir:
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~ 10 10

8 3 3 1
=—+—4+—+ —
10 100 1000 1000
8 3 3 3 3
=—4+—=4+—=+—=+...+—+...
101 102 103 = 104 107

= 0,8333...

=—- (8 +—- (3 +—- (3 + %))) (Note que ha um padréo de repeti¢éo)
2
6

3.3 Conversao da forma decimal para a forma fracionaria

Para fazer as conversdes, basta lembrar da relagdo a seguir, sendo k um

nuamero natural e a4, a,, as, ... pertencentes ao conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}.

aq a, as a
k,a1a2a3...= k+101+102+103+=z

Alguns exemplos para nimeros com representac¢ao decimal finita:

6 10 6 16 8
e l6=1+—=—4+—=—=-
10 10 10 10 5
4 2 5 400 20 5 425 17
e 0,425 =—+— = + + = ==L
10 100 1000 1000 1000 1000:: 1000 40

3 1 2 5 105+3-10341-102+2-10+5 103125 33
e 103125 =1+—4+—+—+—= = ==
102 103 104 = 105 105 105 32

Quando os numeros decimais tém representacao infinita e periddica, a
representacao passa pelo conceito de soma dos termos de uma progressao

geométrica infinita, conforme pode ser percebido no exemplo que segue:
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° 083_—+—2+—3+—4+ +—+
10 10 10

=mtie (Tt et )
74 s ~ 1 . .
(soma dos termos da progressdo geométrica de razao - € primeiro termo 1)

8 3 (10) 8 1 24 1 25 5

T 10 102 \o9 10 ' 30 30 ' 30 30 6

3.4 Operacgdes

Ao escrevermos os numeros decimais na forma de soma de fragdes cujos
numeradores sdo os digitos, podemos perceber que os algoritmos de adigéao,
subtracdo e multiplicagdo apresentados na escola basica tém relagdo com a soma
de fracbes de mesmo denominador, fazendo os ajustes (“reservas” ou
“empréstimos”) quando um numerador é maior que 9 ou negativo. Veja alguns

exemplos e compare com os algoritmos:

o o425+1o3125_—+—+—+1+—+ L 2 >
100 1000 100 1000 10000 100000

=1+i+(i+i)+(5 T AT TR
10 100 100 1000 1000 10000 100000

6 2 5
_1+ +—+
100 1000 10000 100000

= 1,45625

o 103125-0425=1+——+——+—2_p (24 L)
100 1000 10000 100000 10 100 1000

2 1 5 2 5
=1-c+ (- D)+ () v ot
100 100 1000 1000 10000 100000

_ 4 1 4 2 5

N 10 © 100 1000 = 10000 100000
10 4 10 4 2 5
10 10 = 1000 1000 = 10000 = 100000
6, 6 2 5

=—+ +
© 10 1000 10000 = 100000

= 0,60625

100 1000 10
=—6'5 o 2
10000 1000 100 1000 100
30 12 jgt_ 5 _z_ :t

"~ 10000 1000 100 1000 100 10
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3 2 10 4 20 5 2 4

1000 1000 1000 100 100 1000 100 10

=ty S
1000 1000 100 100 1000 100

10

=—=+—+=
1000 100

1
=—+——+=
100 100
6 8

10 100

= 0,68

O algoritmo de divisdo de numeros racionais na forma decimal tem relagao

com a divisdo de fragdes decimais:

16 = 25
e 1,6+025=—+—
10 ~ 100

_ 160 | 25

~ 100 ~ 100

_ 160 100

100 25

160 _ 640 _ 64

== 6y
25 100 10

4 Ordenagao e densidade

Podemos comparar numeros racionais na forma fracionaria escrevendo
ambos como fragdes equivalentes de mesmo denominador. O maior numero racional

€ aquele que tem o maior numerador, conforme mostram os exemplos a seguir:

3 5 . 3 24 5 25
e < pois===2=2¢ 24<25
5 8 5 40" 8 40
13 15 . 13 26 15
—=>-=pois—==-=,—== e —26 > —45
12 8 12 24 8

Entre dois numeros racionais distintos sempre existe uma infinidade de
racionais. Em razao desse fato, dizemos que o conjunto dos nimeros racionais é um

conjunto denso. O exemplo a seguir ilustra essa ideia:

e Entre 1,5 =2e 1,6 = Ztemos 1,51 = =
2 5 100

e Entre15=2e1,51 = —temos 1,501 = 2%
2 1000

e Entre 1,5=2€e1,501 = &temos 1,5001 = =%°L
2 10000

15001 150001
5 temos 1,50001 = ;
100000

e Entre 1,5 = j e 1,5001 =
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Concluindo o estudo

Com este estudo vocé esta apto a compreender as ideias relativas ao conjunto
dos numeros racionais e pensar em formas de aborda-las na futura pratica docente a
fim de proporcionar aos estudantes um aprendizado significativo para os conceitos
aqui discutidos, tendo em vista a complexidade que os cerca. E extremamente
importante oportunizar aos estudantes experiéncias que favoregcam, dentre outras
questdes, a constatacao da multiplicidade de representagdes, o posicionamento na

reta numeérica e a densidade dos nimeros racionais.
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