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NUMEROS NATURAIS
Gustavo Camargo Bérti

Objetivos

A finalidade deste material é ajudar vocé a:

compreender o conceito de nimero natural;
operar numeros naturais e justificar os algoritmos de calculo;

entender os principios envolvidos nas regras de divisibilidade, no minimo
multiplo comum e no maximo divisor comum.

Iniciando o estudo

Os numeros naturais estdo associados a contagem de objetos, portanto os
utilizamos desde a idade pré-escolar. Mesmo com essa utilizagdo ao longo de quase
toda nossa vida, os conceitos e propriedades que envolvem os numeros naturais nem

sempre sao claros. Neste estudo vamos abordar tal problematica.

1 Ideias fundamentais

As ideias relativas ao conjunto dos numeros naturais, simbolizado por N, se
estruturam nos Axiomas de Peano, os quais promovem consequéncias que justificam

todas as propriedades dos numeros dessa natureza.

1.1 Axiomas de Peano

Os Axiomas de Peano sao afirmagdes necessadrias para a concepg¢ao da nogcao
de numero natural:
1) Zero é o menor numero natural;

2) Todo numero natural tem um sucessor;
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3) Zero néo é sucessor de nenhum ndmero natural;

4) Se dois numeros naturais tém o mesmo sucessor, entdo eles so iguais;

5) Se uma colecgao S de nimeros naturais contém o zero e todos os sucessores
dos elementos de S, entdo S é o conjunto de todos os nimeros naturais (IN).

Observacoes:

e Ha bibliografias que consideram o 1 como sendo o menor nimero natural e
trazem os axiomas de Peano adaptados para tal fato;

e Em nosso texto, indica-se por N* o conjunto dos numeros naturais
excluindo-se o zero.

e 0O axioma 2 permite a construcao de todos os numeros naturais, visto que 1
€ o sucessor de 0, 2 é o sucessor de 1, 3 é o sucessor de 2 e assim por

diante.

1.2 Principio da Boa Ordem

0 enunciado do Principio da Boa Ordem diz que todo subconjunto ndo vazio

de numeros naturais possui um menor elemento, conforme exemplificado a seguir:

e Se A é um conjunto finito tal que A = {16, 78, 20, 13, 15}, temos que 0 menor
elementode A é 13;
e Se B é o conjunto dos nimeros impares maiores que 100 (conjunto infinito),

temos que o menor elemento de B é 101.

1.3 Sistema de numeracgao decimal

Dispomos de 10 algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9) para representar os
infinitos nimeros naturais. Tal fato é possivel em funcdo de que podemos escrevé-
los como uma soma de produtos de poténcias de 10 pelos digitos. Veja alguns
exemplos:

e 5=5-10°

e 34=3-101+4-10°

e 578=5-102+7-10'+8-10°
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Note que o nimero multiplicado por 10° equivale ao digito da unidade; ja o
multiplicado por 10, ao digito da dezena; o multiplicado por 102, ao digito da centena
e assim sucessivamente.

2 Operagoes

As quatro operacgdes aritméticas basicas sdo adicao, multiplicagao, subtragao
e divisdo. Na sequéncia de nosso estudo verificaremos a conceituagao de cada uma
delas no conjunto dos numeros naturais.

2.1 Adicao

A soma dos numeros naturais a e b € o niumero que se obtém, a partir de a

obtendo-se o sucessor por b vezes seguidas, conforme ilustra o Quadro 1.

Quadro 1 - Utilizagcao da ideia de sucessor na adi¢ao

NUumero natural sucessor

a a+1

a+1 a+1+1

a+1+1 a+1+1+1
a+ b

a+1+1+1 a+1+1+1+1

a+1+1+1+1+.+1 al+1+1 11414+ +14+1

A partir de "a”, obteve-se "b" vezes seguidas o sucessor

Fonte: elaborado pelo autor

Por exemplo, para calcular 4 + 3 poderiamos aplicar a obtengao do sucessor

trés vezes seguidas, partindo de 4:

12vez:4+1=5 22vez:5+1 =6 32vez.6+1=7
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2.2 Multiplicacao

O produto dos numeros naturais a € b € o numero que se obtém fazendo uma
soma de a parcelas iguais a b, ou vice-versa. Simbolicamente, a-b=b+b +
b+...+b, sendo que no lado direito da igualdade teriamos a parcelas. Por exemplo,

para calcular 4 - 3 basta fazer3 +3+3+3 =12.

2.3 Subtragao

Dados dois numeros naturais a e b, dizemos que a < b (a € menor ou igual a
b) se existe um numero natural ¢ tal que a + ¢ = b, e esse nimero ¢ é chamado de
diferenca entre b e a. Analogamente, a > b (a é maior ou igual a b) se existe um
numero natural c tal que b + ¢ = a. Seguem dois exemplos:

e 4 <9, pois existe um numero natural (5) que somado a 4 equivale a 9.

e 4 > 3, pois existe um numero natural (1) que somado a 3 equivale a 4.

A operacdo de subtracdo objetiva encontrar esse numero ¢, citado
anteriormente:

a—b=co c+b=a

Observe, para que ¢ seja um numero natural, é preciso que a = b, ou seja, nem
sempre uma subtragdo de dois nimeros naturais gera um ndmero natural como
resultado, conforme podemos perceber nos exemplos a seguir:

e 4—3=1,pois1+3=4

e O resultado de 3 — 4 ndo é um numero natural, pois nenhum nimero natural

somado a 4 gera 3 como resultado.
2.4 Divisao
O quociente entre dois numeros naturais a e b € o niumero ¢, que ao ser

multiplicado por b, gera o numero a. Simbolicamente temos:

a+-b=c o c-b=a

Revista de Educacao a Distancia do IFSC

Florianopolis-SC - v.1, n.2, abril/2024, p.16-30




N

Assim como na subtragao, nem sempre obtemos um numero natural ao
operar dois numeros naturais:
e O resultado de 4 + 3 ndao € um numero natural, pois nenhum numero natural
multiplicado por 3 gera 4 como resultado;

e 6+-3=2,pois2-3=6.

2.5 Propriedades das operacdes

O Quadro 2 traz um comparativo entre as quatro operagdes basicas no
conjunto dos nimeros naturais quanto ao fechamento (se o resultado da operacéo
de dois nimeros naturais também é natural), a propriedade comutativa (se a ordem
entre os dois nimeros operados nao afeta o resultado), a propriedade associativa (se
a ordem de operacao de dois elementos quaisquer ndo afeta o resultado quando a

operacao envolve mais de dois nimeros) e a existéncia de elemento neutro.

Quadro 2 - Comparativo entre as propriedades das operagoes

Operagao A operagao é fechada? Propriedade Propriedade associativa? Tem elemento
(Dados  dois numeros comutativa? neutro?
naturais a e b)
Adigdo simn, Sim, Sim, Sim,
pois o resultado de | poisa+b=b+a 0is pois
a +b sempre & um (a+b)+c=a+ b+ a+0=a
numerao natural. b+0=5h
Multiplicagado sim, Sim, pois Sim, Sim,
pois oresultadode a- b [ a-b=b-a pois pois
sempre @ um ndmero @-b)-c=a-(b-¢) g-l=a
natural. b-1=b
Subtragio MN3o, Mo, Nao, Sim,
pois o resultado de | poisa— b= b —agcomo | pois(ea—b)—cZa—(b—c) | pois
a — b nem sempre & um gor exemplo em | como por exemplo em a-0=a
numera natural, como —4#4 -3 vistoque | 3-4)-3=5-(4-3) b-0=h
por exemplo em 3 — 4. o lado direitc da | visto que o lado direito da
desigualdade resulta em | desigualdade resulta em 4 e o
1 e 0 lado esquerdo n3o | lado esquerdo nao resulta em
resulta em um ndmere | um ndmero natural.
natural.
Diviséo N&o, N&o, Néo, Sim,
pois o resultado de | poisa=bz#b+acomo | pois(a=b)=c#a=(b=c) | pois
@ + b nem sempre € um or exemplo em | como por exemplo em a+l=a
numera natural, como =0#F6=3 vistoque | (8=3)=2F0=(3=2) b=1=5b
por exemplo em 3 + 6. o lado direitc da | visto que o lado direifo da
desigualdade resulta em desiggualdade resulta em 4 (note
2 e 0 lado esquerdo n3o | gue 3 = 2 ndo gera um ndmero
restultaI em um ndmero | natural) e o lado esquerdo & 1.
natural.

Fonte: elaborado pelo autor

Na multiplicacdo de numeros naturais € comum utilizamos a propriedade
distributiva em relagdo a soma,a-(b+c¢) =a-b + a-c. Porexemplo:

10-(2+3)=10-2+10-3=20+30=50
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2.6 Algoritmos

Podemos verificar a logica de funcionamento dos algoritmos a partir do
sistema de numeragao decimal. No Quadro 3, podemos perceber a relagao entre o
reagrupamento dos numeros e as etapas do algoritmo de soma, inclusive a

necessidade da “reserva”.

Quadro 3 - Algoritmo de soma

Operagdo |Exemplo | Operando... Algoritmo
Adigao 578 + 34 |5.10°+7-10"+ 8- 10°+3 - 10" + 4 - 10° 1
(5+0)-10+ (7 +3)- 10"+ (8 + 4) - 10° 578
(5+0)-10 + (7 + 3) - 10" + (10 + 2) - 10° +i
2
(5+0)-10+ (7 +3+1)-10"+ 2 - 10 11
578
¥ 34
12
5+0+1)-10°+1-10"+2-10° 11
578
*_ 34
612

Fonte: elaborado pelo autor

Podemos fazer relacbes analogas para justificar o funcionamento dos
algoritmos da multiplicacdo e da subtragdo. Consulte o Apéndice A, ao final deste

texto, para ver exemplos explicitando tais relagdes.

2.7 Algoritmo de Euclides

A divisdo de numeros de numeros naturais a + b resulta em um quociente q e
um resto r, sendo g e r nUmeros naturais e r < b. Sendo assim, a = bq + r, conforme
ilustram os exemplos a sequir:

e 6+-3=2,comresto0,pois6=3-24+0

e 46 +13 =3,comresto7,pois46 =13-3+7

O algoritmo de Euclides explica o algoritmo que utilizamos na divisao, como

pode ser percebido no Quadro 4.
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Quadro 4 - Algoritmo de Euclides e algoritmo de divisao

578 = 34 57 =34-1+ 23 578‘34
570 = 34 - 10 + 230 - 34 —_—
2= 1
23
570 = 34 - 10+ 34 -6 + 26 Escrevendo 230 como

34 -6 + 26
570 = 34 - 16 + 26

570+ 8=34 16+ 26 + 8 578|£

34 47
238
-238
000

Fonte: elaborado pelo autor

3 Multiplos e divisores

Dados os nimeros naturais a e b, dizemos que a divide b (notacéo: a | b), se
existe um numero natural g tal que a - ¢ = b. Nesse caso, também dizemos que b é
multiplo de a e que a é divisor de b. Seguem alguns exemplos:
30 é multiplode 1,2, 3,5,6,10, 15 e 30;
1,2,3,5,6,10, 15 e 30 s&o divisores de 30;
4 é multiplode 1,2 e 4;

1, 2 e 4 sdo multiplos de 4.

Note que, ao escrever todos os divisores de um numero natural em ordem
crescente, o produto dos elementos equidistantes equivale ao nimero em questao.
Observe os exemplos a seguir:

e os divisores de 30 em ordem crescente séo 1,2, 3, 5, 6,10, 15 e 30, e temos

quel1-30=2-15=3-10=5-6 = 30.

e os divisores de 144 em ordem crescentesao 1,2, 3,4, 6, 8,12, 16, 18, 24, 36,
48, 72 e 144, e temos que 1:-144=2-72=3-48=4-36=6-24=18-
18=9-16 = 12-12 =144
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3.1 Critérios de divisibilidade

E possivel estabelecer regras praticas para determinar se um nimero natural
é divisivel por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 dentre outros. A seguir vamos listar esses critérios
de divisibilidade, cujas demonstracbes e exemplos podem ser consultados no
Apéndice B, ao final deste texto.
e Divisibilidade por 2: quando o ultimo algarismo é par;
e Divisibilidade por 3: quando a soma dos algarismos é multipla de 3;
e Divisibilidade por 4: quando o numero formado pelos ultimos dois
algarismos é multiplo de 4;
e Divisibilidade por 5: quando o ultimo algarismo é 0 ou 5;
e Divisibilidade por 6: quando o numero é multiplo de 2 e de 3;
e Divisibilidade por 8: quando o numero formado pelos ultimos trés
algarismos é multiplo de 8§;
e Divisibilidade por 9: quando a soma dos algarismos é multipla de 9;

e Divisibilidade por 10: quando o ultimo algarismo é 0.
3.2 Numeros primos
Um numero natural é primo se tem apenas dois divisores: 0 1 e ele mesmo.

Seguem alguns exemplos:

e 0 nao é primo pois tem infinitos divisores (qualquer nimero natural ndo nulo);

1 ndo é primo pois tem apenas um divisor: 1;

2 é primo e nenhum outro multiplo de 2 (nimero par) é primo;

3 é primo e nenhum outro multiplo de 3 é primo;
Podemos organizar os numeros primos em um dispositivo chamado Crivo de
Eratdstenes (Quadro 5), que consiste em riscar (excluir) os multiplos de cada nimero

primo a partir do 2.
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Quadro 5 - Crivo de Eratéstenes

it
PIS|ER
Rl
e fiE
£BB| R
EEI RS
E|8E|F
R|®|®

& || #[S|F |

Llolo|~N|o|loa|s|w|n|+

#
E18|8|R|%
G889 P
R ERIE
8|82 D
Bla|&
B18|8|%|P

®

Fonte: elaborado pelo autor

3.3 Decomposig¢ao em fatores primos

O enunciado do Teorema Fundamental da Aritmética (neste momento apenas
informado, porém ao longo do curso serd demonstrado) diz que: Todo numero natural
maior do que 1 ou é primo ou pode ser escrito de forma uUnica, desconsiderando a ordem
dos fatores, como produto de nimeros primos.

A seguir temos alguns exemplos dessa decomposicao em fatores primos:

e 30=2-15=2-3-5
e 135=5-27=5-3-3-3=5-33
e 1248=8-156=2-4-4-39=2.22.22.3.13=2°-3-13

3.4 Minimo multiplo comum

O minimo multiplo comum (mmc) de dois nimeros naturais a e b é o menor
nuamero natural que é, simultaneamente, multiplo de a e de b.

Observando a decomposi¢cao em fatores primos de ambos os numeros, é
possivel obter o minimo multiplo comum considerando as poténcias de nuimeros
primos na decomposi¢ao de a ou de b e 0 maior expoente em cada uma delas,
conforme elucidado nos exemplos que seguem:

e mmc (30,135) = 2-33%.5 = 270. Note que em ambas as decomposicdes em

fatores primos ilustradas na sec¢ao anterior aparecem poténcias de 2,3 e 5. Em
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ambos 0s casos, os expoentes das poténcias de 2 e 5 sdo 1, mas no caso das
poténcias de 3, o maior expoente é 3.

e mmc (30,1248) =2°-3-5-13 =6240. Note que em ambas as
decomposicdes em fatores primos ilustradas na seg¢ao anterior aparecem
poténcias de 2 e 3, e em ambas 0 expoente de 3 é 1, mas no caso do 2 o maior
expoente é 5. 5 e 13 sao fatores que ndao aparecem em ambas as
decomposigodes.

e mmc (135,1248) =25-3-5-13 =6240. Note que em ambas as
decomposi¢cdes em fatores primos ilustradas na seg¢ao anterior aparecem
poténcias de 2 e 3, e em ambas o expoente de 3 é 1, mas no caso do 2 o maior

expoente é 5. 5 e 13 sao fatores que aparecem em apenas um dos numeros.

3.5 Méaximo divisor comum

O maximo divisor comum (mdc) de dois nimeros naturais a e b é o maior
nuamero natural que é, simultaneamente, divisor de a e de b.

Observando a decomposi¢cao em fatores primos de ambos os numeros, é
possivel obter o maximo divisor comum considerando as poténcias de numeros
primos que estdo, simultaneamente, na decomposi¢do de a ou de b e o menor
expoente em cada uma delas, conforme exemplificado a seguir:

e mdc (30,135) =35 = 15. Note que em ambas as decomposi¢cdes em

fatores primos ilustradas em segao anterior aparecem poténcias de 3 e 5, e
em ambas o expoente de 5 é 1, mas no caso do 3 0 menor expoente é 1.

e mdc (30,1248) =2 -3 = 6. Note que em ambas as decomposi¢cdes em
fatores primos ilustradas em segao anterior aparecem poténciasde2 e 3, e
em ambas o expoente de 3 é 1, mas no caso do 2 o menor expoente é 1.

e mdc (135,1248) = 3. Note que em ambas as decomposi¢des em fatores
primos ilustradas em segao anterior aparecem poténcias de 3, sendo que o
menor expoente é 1.

Quando mdc (a,b) = 1, dizemos que a e b sdo primos entre si. Nesse caso,
exceto o 1, ndo ha divisores em comum. Por exemplo, 135 e 8 sdo primos entre si,

pois mdc (135,8) = 1, vistoque 135 =5-33 e 8 = 23.

Revista de Educacao a Distancia do IFSC

Florianopolis-SC - v.1, n.2, abril/2024, p.16-30




N

Concluindo o estudo

Com este estudo vocé esta apto a utilizar e justificar o funcionamento das
propriedades e operagdes envolvendo numeros naturais. A compreensao clara sobre
tais fatos € extremamente importante para o desenvolvimento dos raciocinios

matematicos ao longo do curso e da futura pratica como docente de Matematica.
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APENDICE A - Algoritmos de adigao, subtragio e multiplicagiao de nimeros
naturais

Operacao Exemplo | Operando... Algoritmo

Adicao 5/8 + 34 [5-10°47-10"+8-10"+3-10"+4-10°

578
+ 34

(5+0)-10°+ (74+3)-10" + (10+2) - 10" 2

(54+40)-10°4+ (74+3)-10"+(8+4)-10"

(54+40)-10°4+(74+34+1)-70"+2-10" 11

578
+ 34
12
578
* 34
612

(5+04+41-70°+1-170"+2-10°

Multiplicacao 5/8 - 34 (5-10°+7-10'+8-10) - (3-10" +4-10")

33

578
. 34
(20-10°+28-10"' +32-10") + 23 1 2

((2-10)-10°+(2-10+8)- 10" +(3-10+ 2) - 10°) +

T

(5-10°-4-10°+7-10'-4-10°+ 8- 10°-4-10°) +

(2-10° +2-10°4+(8+3)- 10" +2-10°) + 578

(2-10°+2-10° + (11)-10' + 2-10) + e 34

(2-10°+(2+1)-10°+17-70"+2-70") +

1-10°+ 2+ 710 +@+3)-10°+(1+4)-10" +2-10°
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1-10°+9-10°+6-10°+5-10" +2- 10" 578

. 34
2312

+1734
19652
Subtracdo 578 — 34 5.10°47-10' +8-10°-(3-10" +4-10°) 578
(5-0)-10°4(7-3-10"+(8—4) - 10" - 34

(5-0-10°+(7-3-10"+4-10"

(5-01-10°+4-10'+4-10" 578
- 34
44
5-10°+4-10' +4-1¢" 578
34
9544
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APENDICE B - Critérios de divisibilidade

N

Divisibilidade Critério Justificativa Exemplo
por... (Sendo d,, d, e d5 algarismos (0, 1, 2,
3,4,56,7,80u9) e kum nimero
natural)

2 0 dltimo dyd,dy, = 2k 3398 é multiplo
algarismo é = 10%d, + 10d, + d, = 2k de 2.
par. = 2(50d, + 5d,) + d = 2k (De fato, 3398 =

dy 2-1699)
= 50d, + 5d; +— = k
E preciso que d, seja 0, 2, 4, 6 ou 8
para que k seja um numero natural.

3 A soma dos d,d,dy, = 3k 339 é multiplo de
algarismos é = 10%d, + 10d, + d, = 3k 3,pois3+3+
multiplode 3. | = (99 + 1)d, + (9 + 1)d; +d, = 3k |9 =15queé

= 9(11d, + d,) + d, + d, + d, = 3k | Multiplo de 3.
9(11d, +d;) d,+d, +d, (De fato, 339 =3 -
= 3 + 3 =k |113)
d, +d; +d,
=3(11dy +dy) + ———— =k
E preciso que d,+d,+d, seja
multiplo de 3 para que k seja um
numero natural.

4 O ndmero dyd,d, = 4k 3396 é multiplo
formado pelos = 10%d, + 10d, + d, = 4k de 4, pois 96 é
ultimos dois 100d, 10d; +d, multiplo de 4.
algarismos é 2 2 = (De fato, 3396 =
multiplo de 4. 10d, + d, 4 - 849)

= 25d, + — =
E preciso que 10d; +d, (ndmero
formado pelos ultimos 2 algarismos)
seja multiplo de 4 para que k seja um
ndmero natural.

5 0 ultimo d,d,d, = 5k 3395 é multiplo
algarismo é 5 = 10%d, + 10d, + d, = 5k de 5, pois o Ultimo
ou 0. = 10(10d, + d,) + d, = 5k algarismo é 5.

(De fato, 3395 =
10(10d, + d;) d, 5-679)
>——+—=k
5 5
dO
=2(10d, +dy) + - =k
E preciso que
d, seja 0 ou 5 para que k seja um
ndmero natural.
6 Ser miltiplo de d,d,d, = 6k 3396 é multiplo

3ede?.

Ou seja, o lado esquerdo da igualdade
precisa ser multiplo de 3, portanto
precisa respeitar a regra de
divisibilidade por 3.

Por outro lado:

de 6 pois a soma
dos algarismos é
3+3+9+6=
21 (multiplo de 3)
e o ultimo
algarismo é par.
(De fato, 3396 =
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= 10%d, + 10d, + dy = 2 - (3k) 6 - 566)
Ou seja, o lado esquerdo da igualdade
precisa ser multiplo de 2, portanto
precisa respeitar a regra de
divisibilidade por 2.

8 O ndmero dsd,d,d, = 8k 3392 é multiplo
formado pelos | = 10%d; + 10%d, + 10d; + d, = 8k | de 8, pois 392 é
ultimos trés 1000d, 10%d, + 10d, + d, multiplo de 8.
algarismos é = + 3 =k | (De fato, 3392 =
multiplo de 8. 102d, + 10d, + d, 8-424)

= 125d, + =k
E preciso que 10§d2 +10d; + d,
(nimero formado pelos ultimos 3
algarismos) seja multiplo de 8 para
que k seja um ndmero natural.

9 A soma dos dyd,dy, = 9%k 3393 é multiplo
algarismos é = 10%d, + 10d, + d, = 9k de 9, pois 3+ 3 +
multiplo de 9. =99+ 1)d, +(9+1)d; +dy =9k |9+3=18

= 9(11d, + d,) + d, + d; + dy = 9k | (multiplo de 9).

9(11d, +d;) d, +d, + d, (De fato, 3393 =
= 9 + 9 = 9-377)
d, +d; +d,
:>11d2+d1+T=k

E preciso que d,+d,+d, seja

multiplo de 9 para que k seja um

numero natural.

10 0 ultimo d,d.d, = 10k 3390 é multiplo

algarismo é 0. = 10%d, + 10d, + d, = 10k de 10.
= 10(10d, + d,) + d, = 10k (De fato, 3390 =
10(10d, + d;) d, 10 - 339)
5>—+—=k
10 10
=10d, + d; + — =k
10

E preciso que d, seja 0 para que k seja
um nudmero natural.

Observagao: Fizemos as demonstragdes para nimeros com 3 algarismos ou 4 (no
caso da divisibilidade por 8), porém pode-se demonstrar de forma andloga para

numeros com qualquer numero de algarismos.
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